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Forgod Ferenc és Komlosi Sandor

Kreko Béla a magyar kozgazdasagi oktatds megujitasanak kiemelkedd alakja, aki 1956 utan
¢s az 1960-as években a Marx Karoly Kozgazdasagtudomanyi Egyetemen (MKKE) élharcosa
volt a matematika oktatas reformjanak, az operacidkutatasi oktatds bevezetésének ¢€s a terv-
matematika szak beinditasanak. Sziiletésének 100-ik évforduldjan megemlékeziink rola, mint
a kozgazdaszképzés modernizalasdnak egyik legfontosabb szerepldjérdl és a generaciok
szamara alapmiiként szolgald konyvek szerzéjérél. zelitét adunk ezeknek a konyveknek az
egységes szemléletét add elemi bazistranszformacid (pivotalds) felhasznaldsabol a linearis
algebra néhany klasszikus problémajanak megoldasara.

El6zmények

Noha ebben a megemlékezésben féleg az MKKE-n foly6 kozgazdaszképzéssel foglalkozunk,
roviden meg kell emlékezniink az elézményekkel. Magyarorszagon egyetemi szintli
kozgazdaszképzés 1934 ota van. Az MKKE 1948-ban tortént megalapitdsa eldtt ez a
Budapesti Jozsef Nador Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Kozgazdasagi Karan folyt.
Itt tanitott a vilaghirli Jordan Karoly, akinek tanitvanya volt az ugyancsak vilaghirli Takacs
Lajos ¢és a Magyarorszagon jol ismert €s elismert Ziermann Margit.

1960 eldtt az MKKE-n a matematika oktatas két dologra korlatozodott:

o kozépiskolai matematikai ismeretek potlasa,
e némi elemi szintll pénziigyi, biztositdsi szamitasok és valamennyi kombinatorika
oktatasa.

Az eldbbire azért volt sziikség, mert tomegével keriiltek be az egyetemre olyan hallgatok
(példaul szakérettségisek, akik egy gyorsitott kozépiskolai képzést kaptak), akiknek
kozépiskolai ismereteik, ezen belill kiilondsen a matematikai elOképzettségiik rendkiviil
gyenge volt. A mar akkor is a tanszéken dolgozo kollégdk (Halmai Erzsébet, Bikics Istvanné,
Gyurké Lajos, Gaspar Laszlo) elmesélt torténeteibdl egy olyan kép rajzolddott ki, amelyben a
tanszék dolgozoi tulajdonképpen korrepetalast végeztek a kdzépiskolai anyagbol. Abszurd
modon egyediil dket tették feleldssé a hallgatok gyenge jegyei miatt. A Matematika Tanszék
vezetdje Huszar Géza professzor volt. Huszar Géza az 1956-ban jatszott szerepe miatt
kényszernyugdijba vonult. Ezutdn 1961-ig, amikor Szép Jend atvette a tanszék vezetését,
ideiglenes tanszékvezetok voltak. Mentes Imre haldla utdn 1959-ben Kreko Béla lett a
megbizott tanszékvezetd €s tulajdonképpen ettdl szamithatjuk a matematika reformjanak és az
operaciokutatas akkor, €s nagyrészt ma is, legfontosabb teriileteinek az oktatasba valo
beépitését.



A legnagyobb ujdonsagnak a linedris programozas tananyagba valé beemelése szamitott. A
kezdetek kozponti talalkozohelyének szamitott a Matematikai Kutaté Intézetben 1957-ben
Prékopa Andras vezetésével indult szeminarium, amelynek Kreko Béla is aktiv tagja volt. Az
ELTE-n Prékopa Andras els6 linearis programozasi specialis eldadasait 1958-ban tartotta és
Osszeallitott ebben a témaban egy koherens, teljesen modern anyagot, amit a Bolyai
Tarsulatban egy tovabbképzd tanfolyamon 1967 €s 1969 kozott adott eld. Itt felhasznalta a
legendas, még ma is modern, matematikai igényességgel megirt ,,fehér konyv”’-et, Prékopa
(1968). Az ELTE-n az operaciokutatas 1968-ban lett szakirany, a linearis programozas, mint
tantargy specialis kollégiumként folyamatosan szerepelt 1958-t61 kezd6déen.

Az attorés

Az MKKE-n azonban az az ut, amelyen Prékopa Andras és az ELTE elindult, nem volt
jarhatd. Egyrészt a hallgatosdg matematikai elOképzettsége nem tette lehetévé annak a
matematikai precizitdsnak a befogadasat, amelyet a ,.fehér konyv” reprezentalt, masrészt az
egyetem vezetségét és a didkokat meg kellett nyerni az ligynek. Krek6é Béla egy kivalo
stratégiat talalt ki és ezt igazi hadvezérként meg is valositotta. A linedris programozas
gyakorlati, féleg kozgazdasagi, lizleti alkalmazasaival kezdett, a matematikai targyalas foleg
intuitiv, a konkrét feladathoz alkalmazott, szemléletes, ,kozgazdasdgi” nyelven szolt a
hallgatésaghoz. Ragyogd példaja ennek elsé két linearis programozéds konyve, Krekod és
Bacskay (1957) majd Kreko (1962). Az utobbi konyv két részbdl all. Az elsé részben
gyakorlati példdkon mutatja be a szimplex modszer miikodését, majd a masodik részben a
szimplex modszer matematikdjara koncentral. A hallgatosagtol fiiggden lehetséges volt csak
az elsd részt oktatni, vagy adott esetben mindkettét. Megjegyzendd, hogy az 1957-es konyv
kézirata mar 1955-ben készen volt. A gyakorlati kiprobalds 1959-ben tortént meg egy
fakultativ targy keretében, kb. 20-30 hallgato részvételével, nagy sikerrel.

Koézben allandd harcot kellett vivni az egyetem vezetdségével (rektor, egyetemi tandcs,
dékanok, kari tanacsok és egyes véleményvezér tandrok) az oktatds és a tananyag ilyen iranyu
modernizalasaért. Ennek egyik oka az az allaspont, amely a Szovjetunidban az 1920-as
években alakult ki, és amely szerint az Gkonometria ,burzsod altudomany”, amely a
kapitalista kizsdkmanyolas elleplezésére €s igazolasara szolgal. Ennek szellemében eliildozték
(Leontief) vagy lehetetlenné tették (Kantorovics) legjobb tudosaikat. Sztalin haldla utan ez a
vonal némileg enyhiilt, de a hatalom részérdl allandé gyanakvas kisért minden ilyen iranya
tevékenységet. Mivel eleinte nem tudatosult az Okonometria és az operdciokutatas
kiilonbozdsége, az operaciokutatasnak is meg kellett harcolni a megfeleld statusért. A
hivatalos allasfoglalas azonban idével lepuhult: akkor és annyiban lehet a matematikai
modszereket hasznadlni a kozgazdasagtanban (az {zleti tudomdnyok beleértendéek),
amennyiben ez eldsegiti a gazdasagi teljesitmény novelését. A szemléletvaltas azonban nem
ment marol holnapra, féleg az ideoldgiaval tultoltott MKKE-n. Minden egyes kis 1épéseért
harcolni kellett a legkiilonb6zébb forumokon, leginkabb a tananyagokat jovahagyo legfelsébb
féorumon, az egyetemi tanacsban. Krekd Béla ragyogd harcos volt. Tudédsa, miiveltsége,
iréniaja segitette. Sok igaz anekdota-szerii torténet kering arrol is, hogy felelds testiiletekben
milyen nivoju véleményekkel kellett megkiizdenie. Ime egy jellemz6 torténet. Az egyetemi
tanacsban, a hatvanas években, Kreko Béla javaslatot tett arra, hogy a jatékelmélet is keriiljon



be valaszthat6 targyként a tantervbe. Erre az egyik felhaborodott ellenvetés igy hangzott: ,,Na
de elvtarsak, Orizziikk meg az egyetem komolysagat”.

Egyébként a hatvanas évek kozepétdl mar gondtalanul Iehetett hasznalni az operaciokutatas
elnevezést, de konkrét tartalmardl még sokaig folytak szakmai vitak, foleg a mind a mai napig
rendszeresen megtartott operaciokutatds konferencidkon. Ennek azonban mar semmi koze
nem volt az ideologidhoz. Az operdcidkutatas hazai torténete egyébként nem targya ennek a
visszaemlékezésnek.

A terv-matematika szak

Kreké Béla szinte egyszemélyes kiizdelmét az MKKE-n a matematika/operaciokutatas
egyetemi statusanak megteremtésére 1960-ban siker korondzta. Engedélyt kapott, hogy a
felvételik sordn valasszon a matematikabdl kiemelkedden felvételizé hallgatok kozil 15-20-
at, akikkel megindulhat egy 1j szak, amelynek a terv-matematika elnevezést adtak.
Megkonnyitette a helyzetet az, hogy korabban volt egy terv-statisztika szak, természetesen
teljesen eltérd tartalommal. A ,terv”’ sz6 a korszellemnek megfeleléen az 0 szak
eladhatosagat és a kiilonb6zé jovahagyd forumokon vald taljutdsit tdmogatta. Persze a
késobbi végzettekbdl sokan dolgoztak az Orszdgos Tervhivatalban, de ennek mar nem sok
koze volt a szak elnevezéséhez, sokkal inkabb a tartalmdhoz. A szak gondozéasat és
feliigyeletét kozosen a Matematika és a Népgazdasagtervezés tanszékek lattak el.

A kovetkezd tablazat a négy és fél év matematikai, statisztikai, szamitastechnikai és
operacidkutatdsi szaktargyait, tantervi helyét, heti oraszdmat és tantargyfeleldsét (el6ado)
mutatja:

Heti
Félév Targy neve Oraszam El6adé (targyfelelGs)
1 Matematika (Linearis algebra) 8 Kreko Béla
1 Fizika 2 Kovacs Gy6z6
2 Matematika (Analizis) 8 Szép lend
2 Elektrodinamika 2 Kovacs Gy6z6
3 Fels6foki matematika (Linearis algebra) 8 Kreko Béla
3 Altalanos statisztika 3 Kéves Pal
4 Fels6foku matematika (valdszinliségszamitas) 8 Kreko Béla
4 Altalanos statisztika 4 Parniczky Gabor
5 Matematikai gépek 2 Kovacs Gy6z6
5 Gazdasagi programozas (linearis ) 4 Kreko Béla
5 Matematikai statisztika 3 Meszéna Gyorgy
5 Gazdasdgstatisztika 4 Benedecki Janosné
6 Matematikai statisztika 3 Meszéna Gyorgy
6 Gazdasagi programozas (nemlinearis) 4 Kreko Béla
6 Statisztika 4 Benedecki Janosné
7 Gazdasdgi programozas (egészérték) 3 Kreko Béla
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8 Szamitdstechnika 4 Szelezsan Janos
8 Gazdasagi programozas 4 Kreko Béla
8 Sorbanallasi modellek 3 Ziermann Margit
9 Szamitdstechnika 4 Révész Gyorgy
9 Szamitdstechnika 4 Koérnyei Imre
9 Gazdasagi programozas 2 Kreko Béla

10 Gazd. Mat. szakszeminarium 3 Jandy Géza

10 Jatékelmélet 2 Szép lend

A matematikai alaptargyak (linearis algebra, analizis, valoszinlis€égszamitds) az altalanos
matematikai alapozason kiviil elsésorban a késdbbi szaktargyak igényeit igyekeztek
kiszolgélni. A tdblazatot vizsgalva lathatjuk, hogy Kreko Béla a tanitasbol és az azt timogatd
tananyagok kidolgozasabol is milyen nagy részt vallalt, elsdsorban a szakteriiletének szamito
linearis algebrabdl, a linearis és nemlinearis programozasbol.

Kozben 1968-ban, parhuzamosan az ELTE-én Prékopa Andras vezetésével a matematika szak
egyik szakiranyaként létrejott az Operaciokutatds szakirany. A terv-matematika szak az
MKKE-n és az operaciokutatas szakirany az ELTE-én egymast erOsitették, a végzettek
kiilonb6z6 intézményeknél jo csapatmunkésok lettek €s jol megértették egymast.

Tananyagok, konyvek

Kreko Béla az egyetemi tananyagokat egységes szemlélet alapjan allitotta dssze és az irdsos
anyagokat (elsésorban tankonyveket) is ebben a szellemben irta. Els6 magyar nyelvii linearis
programozas konyve, Krek6-Bacskay (1957) ihletéje Charnes, Cooper ¢s Henderson (1953)
konyve volt. A tovabbi konyveknek mintaul Hadley (1961, 1963, 1964) konyvei szolgaltak,
de a rengeteg Otlet, veretes stilus és az egységes szemlélet igazan egyedivé tette 6ket. A kor
nemzetk6zi tendencidit és a legjabb kutatdsok eredményeit is tartalmazta, a didksag
szélesebb rétegei szamadra is ,,emészthetd” formaban. Az egységes szemléletet a konstruktiv
bizonyitasokra valo torekvés, az elemi bazis-transzformacid (pivotalas) szinte univerzalis
haszndlata, az algoritmikus szemlélet, a szamitastechnikai megvalositds mérlegelése, a
gyakorlati, fOleg kozgazdasagi alkalmazasok eldtérbe helyezése, az egyes matematikai
fogalmak és eljarasok gazdasagi interpretacioja biztositotta. Erdekes, hogy a determinans csak
epizodszerephez jutott. Természetesen a szamitastechnikai megvalositast a kor technikaja
behatérolta.

A linedris programozas Krekd (1966), a nem-lineédris és egészértékli programozas Kreko
(1972), matrixszamitads Krek6 (1963) ¢és a linedris algebra Kreko (1976) voltak a témai a
kovetkezd konyveknek. Ezek hosszii iddre tankonyvként és kézikonyvként szolgaltak az
oktatast, kutatast és a gazdasagi szakemberek igényét. Annak illusztraldsara, hogy mennyire a
kor szinvonalat tiikrozte a tananyag, alljon itt példanak az Optimumszémitds (Nemlinearis
programozas) konyv fejezeteinek jegyzéke:

1. Bevezetés
2. A folytonos modellekrdl altalaban



3. A szimplex mddszer

4. A hatékony irdnyok modszere

5. Metsz6 sikok mddszere

6. A szeparabilis célfiiggvények modszere
7. A szekvencialis modszer

8. A dualitas

9. Optimumszamitas tobb célfliggvény mellett
10. Nemfolytonos modellekrdl altalaban
11. A metszési modszer

12. Kombinatorikus modszerek

13. Grafelméleti modszerek

14. A nemfolytonos modellek és a dualitas

Ezeknek a konyveknek a mindségét jelzi, hogy linearis programozasrdl szo6ldo konyvei
megjelentek a vilagpiacon is. Angol nyelvii, Krekd (1968), német nyelvii, Krekd (1964) és
szerb-horvat nyelvii Kreko (1966) kiadasai bizonyitjak ezt. Az angol nyelvii konyvet ma is
meg lehet rendelni az Amazonon.

Tudomanyos tevékenység

Mint azt mar kordbban emlitettiik, Krekdé Béla misszidgja a korszerli matematikai-
operaciokutatdsi moddszerek és modellek megismertetése volt a kozgazdaszokkal. Ilyen
mértékli konyvirds és szakmai kozéleti tevékenység mellett kevesebb ideje €s energidja
maradt a szoros értelemben vett, folyoiratcikkekben is tiikr6z6d6 tudomanyos munkara.
Olyan nagyon ezt nem is ambicionalta. Ennek ellenére az irodalomjegyzékben talalunk sok
szakmai cikket, amelyek ugyan nem a legjobb nemzetkozi folyodiratokban jelentek meg, de
mindig volt mondanivalojuk, elsésorban a gazdasagi szakemberek szamara. Erds rabeszélésre,
megszerezte a kandidatusi cimet tudomanyos munkéssaganak tézisszerli dsszefoglalasaval,
Krekoé (1975), de ennél tovabb nem ment.

Ha végignézzikk Krekd Béla munkassaganak legfontosabb alkotasait jelentd konyveit,
szembeotld, hogy nem csak egy konyvon beliil vonul végig egy egységes szemlélet, hanem a
konyvek is szinte ,,egy flizérre” vannak flizve. Ez a fiizér az elemi bazistranszformaci6. A
megemlékezés hatralévo részét ennek a témanak szenteljiik.

Az elemi bazistranszformacio széleskori alkalmazasa Kreko Béla munkassagaban

Az 1950-es években a linearis programozas numerikus modszere, a szimplex modszer a
korabbinal fontosabb helyre pozicionalta az alapjaul szolgalé elemi bazistranszforméaciot
(Gauss-Seidel eliminacio). Ahogy azt a mult szazad 50-es, 60-as éveinek irodalma mutatja, ez
a modszer azonban sokaig csupan a linearis programozas numerikus modszerének szamitott.



Kreko Béla azok kozé tartozott, akik felismerték az elemi bazistranszformacioé szélesebb kori
alkalmazhatdsagat a matrixszamitdsban, linedris algebraban, de ismereteink szerint az
egyetlen volt, aki mar az 1960-as évek elején tankdnyveiben, szakkdnyveiben ezt be is
mutatta. Ezt a tudatos torekvését 6 maga igy fogalmazta meg Matrixszamitas c. konyvének
elészavaban 1963-ban:

Az anyag felépitése eltér a matrixszamitassal foglalkozo konyvek szokdsos felépitésétol.
A szamitasi modszerek nem a determindans fogalomra, hanem az elemi bazistranszforma-
ciéra tamaszkodnak. Igy sikeriilt elérni, hogy a linedris algebra numerikus problémdinak
megoldasara lényegében ugyanazt az appardtust lehet hasznalni, beleértve a linearis
programozasi feladatok megoldasat és a transzformaciok kanonikus alakjanak
meghatarozasat is. Ez a targyaldasmod, ugy vélem, joval racionalisabb a szokdsosndl,
szorossd teszi a kapcsolatot az elmélet és a gyakorlat kozott, tovabba olyan numerikus
eljarasok megkonstrudlasahoz vezet, amelyek viszonylag konnyen alkalmazhatok a
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programvezérlésii szamoloberendezésekre is.

A kovetkezdkben roviden attekintjilk azokat a problémékat, melyekre Krekd Béla az elemi
bazistranszforméciot alkalmazta. (A linearis egyenletrendszerek megoldasat, a matrixok
invertalasat és a linearis programozast, mint kézismert problémakat itt most nem targyaljuk.)

A Kreko Béla altal javasolt numerikus eljarasok legtobbje a szimmetrikus matrixok LDLT-
felbontasanak elemi bazistranszformaciora épiil6 eljarasan alapul.

1. Szimmetrikus matrixok LDL ! -felbontasa (Matrixszamitas, 210-217 oldalak)

Tétel. Minden A szimmetrikus maétrix el8llithato A = LDLT alakban, ahol L olyan alsé
haromszog matrix, melynek minden f6atlobeli eleme 1, D pedig diagonalis matrix.

Ezt az eljarast kvadratikus formak négyzetosszegre vald redukcidjara is alkalmazta,
tudomasunk szerint els6ként a vilagon. Eppen ezért a Kreko-féle modszert ennek a
problémanak a targyaldsa sordn mutatjuk be. Ez a problémakdr egyébként is kiemelt szerepet
jatszik az Optimalizalaselméletben.

2. Kvadratikus forma négyzetosszegre valé redukcidja (Matrixszamitas, 210-217
oldalak)

Tétel. Legyen A n-ed rendli kvadratikus matrix. Ekkor megadhaté olyan nemszingularis G

matrix, hogy a z = Gx koordinata transzformacié az x T Ax kvadratikus formét diagonalis
formara transzformalja.



Ennek a tételnek kiilonos jelentdsége van kvadratikus formak definitasdnak vizsgélataban.

2a. Kvadratikus formak definitasarél

Tekintsiik az Q(X) =Xx'Ax, xeR" kvadratikus format. Ha az A matrix diagonalis matrix,

akkor a kvadratikus format diagonalis formanak nevezziik. Kvadratikus formak a matematika,
fizika szamos teriiletén fontos szerepet jatszanak, a sok lehetdség koziil itt most csak a
tobbvaltozos fiiggvények feltétel nélkiili, illetve egyenldség feltételes szélsOérték feladatait
emlitem.

A) Tétel. Legyen f(x), x e R" kétszer differencialhato fiiggvény, melynek legyen aeR"
stacionarius pontja. Ha az X'f"(a)x kvadratikus forma

(1)  pozitiv definit, akkor f(x)-nek a-ban lokdlis szigori minimuma van,
(i) negativ definit, akkor f(x)-nek a-ban lokdlis szigoru maximuma van,

(iii) indefinit, akkor f(x)-nek a-ban nincs szélséértéke.

B) Tétel. Legyenek f(x), g,;(x) =0, i=1..,m, xeR" kétszer differencialhato6 fiiggvények.

Legyen aR" Lagrange-stacionarius pontja az
f(x) — extr
feltéve, hogy
g;(x)=0, i=1..,m
xeR".

feladatnak ¢és legyen a feltételrendszer Lagrange-regularis ebben a pontban. Legyenek A1,
A2, ..., Am a megfelel6 Lagrange szorzok. Tekintsiik a feladat aktualizdalt Lagrange
fliggvényét.

m
L) =1(x) = 2.2i9i (x).
i=1
Jelolje G a feltételrendszer Jacobi matrixat:

G=[gi@ g5@ - gn@]".

(i) Haaz x"L"(a)x kvadratikus forma pozitiv definit a Gx = 0 altéren, vagyis, ha



xe R",x#0,Gx=0 = x'L"@)x >0,

akkor az f(x) fiiggvénynek a feltételi halmazon szigoriu lokdlis minimuma van az a
helyen.

(i) Haaz x"L"(a)x kvadratikus forma negativ definit a Gx = 0 altéren, vagyis, ha
xe R",x#0,Gx=0 = x'L"(@@)x <0,

akkor az f(x) fiiggvénynek a feltételi halmazon szigoru lokdlis maximuma van az a
helyen.

C) Konvex és pszeudokonvex fiiggvények masodrendii jellemzése

(a) A klasszikus analizisbdl jol ismert tétel, hogy a kétszer folytonosan differencialhato

f(x), xe R" fiiggvény akkor és csak akkor konvex a K < R" nyilt konvex halmazon,
ha minden xeKpontban az f"(x) Hesse-matrix pozitiv szemidefinit. Ha f"(x)

minden X € K pontban pozitiv definit, akkor f(X) szigoruan konvex a K halmazon.

(b) Pszeudokonvex fliggvényekre az alabbi tulajdonsag jellemz6. A kétszer folytonosan
differencialhato f(x), x e R" fiiggvény akkor és csak akkor pszeudokonvex a K < R"
nyilt konvex halmazon, ha minden ae Kpontban teljesiil a kdvetkezé két feltétel
egyike:

(i) Ha aeK é¢és f'(a) =0, akkor f(x)-nek a-ban lokalis minimuma van,

(i) Ha aeK ¢és f'(a) =0, akkor az x'f"(a)x kvadratikus forma pozitiv szemi-

definit az f'(a)"x =0 altéren.

2b. Kvadratikus formak diagonalizacidja

Kvadratikus formék definitdsa vizsgéalatdnak egy nagyon egyszerli, de nagyon hatékony
modja a kvadratikus forma diagonalis formara valo transzformacidja egy alkalmasan
valasztott z = GX linearis transzformacio segitségével. Ez az Gtlet akkor vezet eredményre, ha
G invertalhaté matrix és D = (G™)"AG™ diagonalis matrix. Legyenek D diagonalis elemei
3, 0y,..., O, . Ekkor



X'AX = 2'Dz = 8,22 +8,25 +---+8,22. (D)

Ebbél nyilvanvald, hogy X'Ax akkor és csak akkor pozitiv (negativ) definit, ha D
valamennyi féatlobeli eleme pozitiv (negativ).

Egy kvadratikus alakot négyzetdsszeggé transzformalni sokféleképpen lehet. Legyen F egy
olyan invertdlhat6 matrix, melyre F'AF diagonalis matrix. Jelljék az F matrix
oszlopvektorait f,,f,,...,f, , melyek bazist alkotnak R" -ben. Mivel

FTAF=[fTAf, ],

ezért F'AF csak gy lehet diagonélis matrix, ha i # j esetén fiTAfj =0. Haaz f,f,,...,f,

bazis rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, akkor azt A-ortogonalis bazisnak nevezzik. Az A-
ortogonalis vektorokat szoktak még A-konjugalt vektoroknak is nevezni.

A Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljaras értelemszer(i modositasaval R" barmely bazisa
A-ortogonalizalhatd, ez bizonyitja azt az allitdst, hogy egy adott kvadratikus format
tobbféleképpen is lehet diagonalizalni. Mint késObb majd latni fogjuk, Krek6 Béla modszere
A-ortogondlis bazis el6allitasat is eredményezi.

Kvadratikus formdk négyzetosszegre redukalhatosagat leggyakrabban a szimmetrikus

melynek oszlopvektorai valamennyien az A matrix sajatvektorai és ortonormalt bazist

alkotnak R"-ben. Ekkor az u = S™Ix transzformacié alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
X'AX = u'Lu = A U2+ A,US +-- -+ U2, (L)

ahol A, A,, ..., A

matrix sajatértékeivel valo jol ismert karakterizacioja.

az A matrix sajatértékei. Ebbdl adodik a definitasi tulajdonsdgoknak a

n

A fotengely transzformacié nagyon szamitasigényes eljaras. Kvadratikus formak diagonalis
alakra vald transzformalasara ennél lényegesen egyszeriibb eljarasokat is kidolgoztak. A
legelsé emlitést érdemld numerikus modszert Lagrange nevéhez kapcsoljdk, aki a ,.teljes
négyzetté kiegészités” modszerével adott eljarast a négyzetes alakra hozasra. (Hadley, G.,
Linear Algebra, Addison-Wesley, Massachusets, 1961, Chapter 7.)

a) A Lagrange féle teljes négyzetté alakitas modszere



Tekintsiik a Q(X) = x'Ax kvadratikus format. Tegyiik fel, hogy A diagonalis elemei kdzott
van 0-tol kiilonbozé. Az altalanossagot nem korlatozzuk, ha feltessziik, hogy a,, #0.

Particionaljuk A-t, illetve x-et a kovetkezé mddon:
bl Cl X2

Ekkor Q(x) a kovetkezo alakban is felirhato:
Q(X) = a, x> +2x,b/ X, +X]C,X, .

A jobboldali 6sszeg elso két tagjara alkalmazzuk a teljes négyzetté kiegészitést:

b/x, x;bb/x, ) x3bb x
2 T — 2 172 271172 217172 —
a, X +2x,b/x, = an(x1 +2X%, + —~ =

2
a‘ll a‘ll all

2
b’ xIb.b!x
—_ 1 21172
= an(x1+—x2 Sk et et ek R

11 a'11
Ennek az 6sszefliggésnek a segitségével Q(X) kovetkezo alakjat kapjuk:

. 2
Q(x) = 311(X1+b_lxzj +X£F1X2’
a

11

b,b;

a‘ll

ahol F =C, - . Vezessiik be az

T
Yi =X +—
11

X2
uj valtozot. Ekkor

A _ T a11 OT yl N 2 T
Q(Yv Xz) - I:yl X, ] 0 E X - a11y1 +X, lez .
1 2

Az (X, X,) valtozokrol az (y,,X,) valtozokra valo attérés matrixa

1t
T, = o,
0 E,

ahol t, = by . Teljesiil ugyanis a
11



transzforméacios kapcsolat.

Ha a Lagrange-féle modszert hatékony numerikus eljaras szintjére akarjuk emelni, akkor
,mindossze” a T, matrix els6 sorat kell az A matrix elemeibdl egy konnyen megadhato

eljarassal kialakitani. 1966-ban két amerikai matematikus, Beightler, C. S. and Wilde, D. J.
(1966) megmutatta, hogy az Ax = 0 linearis egyenletrendszer Gauss-féle eliminacios
technikdja (amikor az X, valtozot eliminaljuk az egyenletrendszer masodik, harmadik, ..., n-

edik sorabodl) pontosan a T, matrix elsd sorat 4llitja eld.

Hasonl6 eredményre jutott Krekd Béla valamivel kordbban (1964 eldtt tobb évvel is), és
korszeribb modszert hasznalva, felismerte azt, hogy a fent leirt transzformacios 1épésben

fontos szerepet jatszo t; vektort és F, matrixot az A matrixon a,, generalé elem valasztassal

végrehajtott elemi bazistranszformacioval konnyedén megkapjuk. Krekdé Béla modszerét
1964-ban megjelent konyve alapjan ismertetjiik, Kreké Béla(1964) 210-217 oldalak.

b) A Krekoé-féle modszer

1. eset. Eldszor azzal az esettel foglalkozunk, amikor az A szimmetrikus matrixnak van 0-t6l
kiilonbozé diagonalis eleme. Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy az elsé diagonalis
elem éppen ilyen. (Az X komponenseinek datindexezésével ez az adott esetben mindig
biztosithato.) A feltevésiink értelmében tehat

_|p, bf
S

ahol p, 20 és C,=C/ .

Az A oszlopvektorai — mint tudjuk — felfoghatok, mint az egységvektorok altal meghatarozott
bazisban megadott vektorok. Vonjuk bazisba az A elsd oszlopvektorat, mégpedig az e,

egységvektor helyébe. Az A oszlopvektorainak az 1) bazisbeli koordinatait a p, =a,,

general6 elem szerinti elemi bazistranszformacio szolgaltatja. igy a kovetkez6




‘bl C,

tablazathoz jutunk, ahol

foLpr & roc—Lopr.

P L

A miuveleti szabalyok kozvetlen alkalmazasa révén belathatd, hogy

pp bl | [1][1 ] _[o 0
IR R

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

Ar=A, gl =[1 ] & Ap= 0 OT.
1 ' 1 1 2 OFl

Ezekkel (2) a kovetkezOképpen irhato:
A=A =p,g0 +A,. 3)
Ha az F5 els6 diagonalis eleme p, # 0, akkor az egész eljards megismétlésével az
A, =0,8,0; + A,
Osszefiiggéshez jutunk, ahol
g; =[0, 1 )],
¢s az Ag olyan szimmetrikus matrix, melynek elsd ket sora €s elsd két oszlopa csupa 0-bol all.

Ha az egymads utan kovetkez8 Ag, Ay, ... matrixokban mindig taldlunk 0-tol kiilonb6zd

diagonalis elemet, akkor a tovabbi
A= psgsg; +A,,
A, = p4g4gl +As,
T
Ar = prgrgr +On—r'
osszefliggésekhez jutunk, ahol r az A matrix rangja. Az egymast kovetd Az, Ay, ...

matrixokban a csupa zérusbol allo sorok €s oszlopok szama 1€pésrol 1épésre nd, éppen gy,



mint a gg, gy, ... vektorokban a 0-elemek szama. r szdmu elemi bazistranszformécidval A-

nak a kovetkez6 eldallitasat kapjuk:

A= p,g,0; +p,9,9; +---+P.9,9; - (4)

Legyen

GT:[gl gr er+1 en]

¢s legyen P diagonalis matrix <pl - p, 0 0> diagonalis elemekkel. Ezekkel a
jelolésekkel (4) egyenértékii az

A= G'PG (5)
Osszefiiggéssel, aminek egyszerli kovetkezménye, hogy
Q(X) =x"G'PGxX. (6)
A G megkonstrudlasanak modjabol kovetkezik, hogy G nemszingularis, kovetkezésképpen a
Gx=1z2

osszefliggés koordinata-transzformacio R"-ben. Ez a koordinata-transzformacio, tekintettel
(6)-ra, diagonalis formara transzformalja Q(x)-et. A Gx = z helyettesitéssel kapjuk, hogy

QX) = Q(2)=2"Pz = pZ’+p,22+---+p,2’, ZeR",

Ebbdl az eldallitasbol nyilvanvald, hogy Q(X) akkor és csak akkor pozitiv (negativ) definit, ha
r = n ¢és valamennyi generald elem pozitiv (negativ). Ha r < n és valamennyi generalo elem
pozitiv (negativ), akkor Q(X) pozitiv (negativ) szemidefinit. Az is nyilvanvald, hogy ha a
generald elemek kozott kiilonbozo eldjelii elemek is vannak, akkor Q(X) indefinit.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy elemi bazistranszformacid segitségével minden kvadratikus
format diagonal formara lehet transzformalni.

Az elmondottakat Kreko Béla a kovetkez6 numerikus példaval illusztralta.

1. példa. Legyen a Q(X) kvadratikus forma matrixa

1 2 0 1

2 3 4 1
A= .

0 4 1 -13

1 1 -13 1

A diagonalizaciohoz sziikséges szamitasok a kovetkezok:



0 al a2 a3 a4 1 al a2 a3 a4

el 1 2 0 1 al | 1 2 0 1

e2 | 2 3 4 1 e2 | 0 -1 4 -1

e3 | 0 4 1 -13 e3 | 0 4 1 -13

ed | 1 1 -13 1 ed | 0 -1 -13 0
2 |al a2 a3 a4 3 ]al a2 a3 a4 4 ‘al a2 a3 a4
a2|0 1 -4 1 a3| 0 0 1 -1 a4’ 0 0 0 1
e3| 0 0 17 -17 ed | 0 O 0 -16
4| 0 0 -17 1

A felsé sorokban az aktualis g vektorok taldlhatok, ennélfogva

12 0 1

01 -4 1
G=

00 1 -1

00 0 1

és
P =diag(1,-1,17,-16).

Ha tehat alkalmazzuk a GX = z transzformaciot, a kovetkezd négyzetdsszegre redukalt
alakhoz jutunk:

Q) = Q(z) =2"Pz = 2% — 22 +172% -1672.
Ebbdl mar 14thatd, hogy a vizsgalt kvadratikus forma indefinit.

Megjegyzés. A G matrix oszlopvektor rendszere A-ortogondlis bazis R*-ben, ahol

1 2 -8 -7
Gfl_o 1 4 3
1o o 1 1|

0 0 0 1



2. eset. Ha az A matrixnak minden diagonalis eleme 0, akkor végrehajtunk egy olyan bazis-
transzforméciot, amelyben az A matrix transzformaltjanak mar van 0-t6l kiilonbozo
diagonalis eleme. Ez az eljaras azon a tényen nyugszik, hogy az

0]

matrixot, ahol s # 0, az

atmenet matrixszal olyan

. 25 0
§=R'SR=|"
0 -2s

alakra hozhatjuk, amelynek diagonalis elemei mar 0-tdl kiilonbozdek. Ezen az alapon
belathatd, hogy minden, a fenti tulajdonsdgi A matrixhoz talalhat6 olyan T matrix, hogy az

A=TTAT (7)

métrixnak mar van 0-t6] kiilonbozé diagonalis eleme. Ha ezutan az A matrixot mar fel tudjuk
bontani az

szorzatra, ahol P diagonalis matrix, akkor a A=TTAT=G"PG egyenléségbol
A= (TH'GPGT=G"PG @)

dsszefliggéshez jutunk, ahol G = GT™. Ez azt jelenti, hogy a Q(X) = Xx"Ax kvadratikus
format a z = Gx koordinata transzformacié diagonalis formara transzformalja.

Az persze eléfordulhat, hogy a (7) tipust transzformaciot tobbszor is alkalmazni kell.

Az elmondottakat Kreko Béla a kovetkez6 példaval illusztralta.

2. Példa. Legyenek

>
1
N B~ O



Ekkor

2 0 6
A=TTAT=|0 -2 -2/,
6 2 0

Alkalmazva az el6z6 részben ismertetett eljarast, a kovetkezd szamitdsokhoz jutunk:

0 al a2 a3 1 al a2 a3
el 2 0 6 al 1 0 g
e2 0 -2 -2 e2 0 -2 -2
e3 6 -2 0 e3 0 -2 -18

2 al a2 a3 3 al a2 a3
a2 0 1 1 a3 0 0 1
e3 0 0 -16

Ezekbdl azonnal leolvashatd, hogy

10 3 2 0 0
G=|0 1 1| é D=|0 -2 0],
00 1 0 0 -16
¢s kiszamithatd, hogy
05 05 3
B=GT'=|05 -05 1|.
0 0 1

Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = x" Ax kvadratikus format a z = Bx koordinéta transzformacié a
Q(X) = Q(z) =2"Dz = 27> —27% -1622.

diagonalis formara transzformalja.



Megjegyzés. A B matrix oszlopvektor rendszere A-ortogonalis bazis R*-ban, ahol

1 1 4
B'=|1 -1 -2|.
0 0 1

3. Sylvester tehetetlenségi tétele — szimmetrikus matrix inerciaja

Hogy az x"Ax kvadratikus forma kiilonbdzd négyzetdsszegre transzformalt alakjaiban mi a
koz0s, azt J.J.Sylvester (1852) mutatta meg.

Jeloljék v(D), (D) és n(D) az

X'AX = 2'Dz = 8,27 +8,25 +-+-+5,2’ (D)
négyzetdsszeg egylitthatdi koziil a negativ, a zérus és a pozitiv egyiitthatok szamat. Az

X'AX = u'Lu = A U2+ A,Us +-- -+ U2, (L)

négyzetosszeg esetében ezeket a mennyiségeket jeloljek v(L), (L) és m(L). A Sylvester-
fele tehetetlenségi tétel szerint
v(D) = v(L), &(D) = L(L) és n(D) = =n(L).
Mivel ezek az egybeesd mennyiségek az A matrixot jellemzik, ezért hasznalhatjuk a
V(A) = v(L), C(A) = &(L) ¢és n(A) = n(L).
jeloléseket. Ezek alkotjak a kovetkezd definicid alapjat.

Szimmetrikus matrix inerciaja. Az n-ed rendli szimmetrikus A matrix inerciaja alatt azt az

Iner(A) = (v(A), {(A), T(A))

rendezett szamharmast értjikk, ahol v(A), illetve n(A) az A negativ, illetve pozitiv
sajatértékeinek szamat jelenti (figyelembe véve a multiplicitasokat is). C(A) a 0 sajatérték

multiplicitasa.
Szimmetrikus matrixok sajatértékeire vonatkoz6 ismert tételbdl kovetkezik, hogy

V(A)+C(A)+n(A)=n.



4. Egy késobbi eredmény: a Haynsworth-Cottle-féle modszer

A Kreko-féle modszer megad egy transzformaciot, mellyel egy kvadratikus format
négyzetosszegre lehet redukalni. Ebbdl az alakbdl aztan egyszertien kiolvashato az inercia is.

Szamos feladatnal, és ide tartoznak az optimalitds masodrendi feltételei is, csak az inerciara
van sziikséglink, az azt feltard transzformaciora azonban nincs.

E.V.Haynsworth (1968) megadott egy matrixalgebrai Osszefiiggést, amely arra vonatkozott,
hogyan lehet szimmetrikus matrix inercidjat kisebb méretli szimmetrikus matrixok inerciaja
segitségével kiszamitani.

A Haynsworth-féle inercia formula. Tekintsiik az n-ed rendli szimmetrikus A matrixot a
kovetkez6 modon particionalva
A — |:All A12:|
AZl A22

ahol A, nemszingularis és szimmetrikus. A kovetkezd allitasok akkor is érvényben
maradnak, ha az A, blokk nem ,,bal felsé” helyzetii. A 1ényeges kikotés az, hogy principdlis

legyen, mely azt jelenti, hogy a szoban forgd blokk sorindexeinek halmaza megegyezzen
oszlopindexeinek halmazaval. Az

(An | A) = A22 _AZlAI:LlAIZ (S)

matrixot az A,; matrix A-ra vonatkoz6 Schur-komplemensének nevezziik, amely A, A, és

A,, szimmetridja folytdn maga is szimmetrikus. Igaz a kovetkez6 allitas:
Iner(A) = Iner(A,,) + Iner (A, | A), (H)

ahol az dsszeadas komponensenként értendo.

R.W. Cottle (1974), egy 1974-ben publikalt cikkében a (H) formula iterativ alkalmazasat
javasolta szimmetrikus matrix inercidjanak kiszamitasara a kovetkezé modon.

l.eset. Az A foatlojaban van 0-tdl kiilonb6zd elem. Az altalanossagot nem sértve feltehetjiik,
hogy a, #0. Legyen tehat A = [an] . Az A matrixon hajtsunk végre egy elemei
bézistransz-formaciot, ahol a;; #0 a general6 elem. Ha a transzformalt tablabol elhagyjuk az
elsé sort €s elsd oszlopot, akkor a megmarado ,,komplemens” rész pontosan az S = (All |A)

Schur-komplemens. Mivel az A, matrixnak egyetlen sajatértéke A, =a,,, ezért



(1L,0,0), ha ay; <0,

| A )=
ner(Ay) {(0,0,1), ha a, >0,

Az eljarast az S Schur-komplemenssel folytatva, meghatdrozhatjuk az A matrix inerciajat,
melyet az 1. Példa A matrixan mutatjuk be.

0 al a2 a3 ad 1 al a2 a3 a4
el 1 2 0 1 al 1 2 0 1
2 | 2 3 4 1 e2 | 0 [—1 4 -1
e3 0 4 1 -13 e3 0 4 1 -13
e4 1 1 -13 1 ed 0 -1 -13 0

2 |al a2 a3 a4 3 |al a2 a3 a4
a2 0 1 -4 1 a3| 0 O 1 -1

e3| 0 0 |17 -17 ed| 0 O 0 -16

ed| 0 0 -17 1

A (H) formula ismételt alkalmazéasaval kapjuk, hogy
Iner(A) = Iner([1]) + Iner([-1]) + Iner([17]) + Iner([-16]) = (2, 0, 2).

Lathatjuk, hogy abban az esetben, ha minden 1épésben f6atlobol tudunk generdld elemet
valasztani, az eljaras numerikus része semmiben nem kiilonbozik a Kreko-féle eljarastol.

Abban az esetben azonban, ha A-nak minden diagonalis eleme 0, akkor a Cottle-féle eljaras
kevesebb veszOdséggel jar, mint a Kreko-féle. Ebben az esetben foatlon kiviili generalo
elemet kell valasztanunk. Legyen ez a; #0. Az ehhez tartoz6 egyelemi blokk azonban nem
principalis blokk A-ban és ennek kovetkeztében a hozza tartozd Schur-komplemens se lesz
altalaban szimmetrikus. Végrehajtunk egy elemi bazistranszformacios 1épést az a; #0
generald elemmel. Mivel A-ban minden f6atlobeli elem 0, ezért az uj tablaban a j-edik sor, i-
edik oszlopaban all6 elem a; =a; # 0. A kovetkezd transzformécio general6 eleme a; kell,

hogy legyen. Ha a transzformalt tablabol toroljiik az i-edik és j-edik sorokat és oszlopokat,
akkor pontosan az



blokkhoz tartozd6 S = (AlllA) Schur-komplemenst kapjuk. A (H) formula numerikus

alkalmazhatdsagat segiti el az a tény, hogy tetszdleges p # 0 esetén

0 p|_
Ine{p 0}—(1,0, 1),

0
egyszerten kiszamithat6 ugyanis, hogy a LD ﬂ matrixnak a sajatértékei A, =p és A, =—p.

Mlusztracidoként nézziik a 2. Példaban szerepld matrixot.

0 al a2 a3 1 al a2 a3 1 al a2 a3
el 0 1 2 a2 0 1 2 a2 0 1 2
e2 1 0 4 e2 1 0 4 al 1 0 4
e3 2 4 0 e3 2 0 -8 e3 0 0 -16

Ebbdl (H) alapjan megallapithato, hogy

Iner(A) = Iner[(i (ﬂ + Iner([-16]) = (1,0, 1) + (1,0,0) = (2,0, 1).

5. A Chabrillac-Crouzeix-féle inercia teszt

Szimmetrikus matrix inercidjanak meghatarozasaval nemcsak az A) feladat masodrendii
feltételének ellendrzése valosithaté meg, hanem a B) illetve C) feladatoké is. Ezt a lehetdséget
a kovetkez6 eredmény biztositja, Chabrillac, Y. and Crouzeix, J.-P. (1984)

A Chabrillac-Crouzeix tétel. Az x'L"(a)x kvadratikus forma

(i) akkor és csak akkor pozitiv definit a GX = 0 altéren, ha

InerHL”(a) GTD =(m, 0, n).
G 0

(i) akkor és csak akkor negativ definit a Gx = 0 altéren, ha

Inerql‘”(a) G D =(n, 0, m).
G 0



6. A Schur-komplemens és a Kreko-féle determinans szamitas

Determinans szamitas

(Matrixszamitas 59. old., Lineéris algebra 519. old.)

Tétel. n-ed rendli nemszingularis kvadratikus matrixon n elemi bdazistranszformaciot
végrehajtva a matrix determinansat megkapjuk a generdlo elemek eldjeles szorzataként.
Ha mindig a f64tlobol valasztunk generald elemet, akkor nincs sziikség eldjel korrekciora.

Az
(All | A) = A22 _A21A1_11A12 (S)

(S) matrixra, mely a matrixalgebra szdmos probléméajaban eléfordul, Haynsworth vezette be a
Schur komplemens elnevezést. mégpedig azon az alapon, hogy 1. Schur egy 1917-¢es cikkében
bizonyitotta és alkalmazta a

det(A) = par(A,,) det(A,,) det(A,, | A) (SF)

formulat, ahol A, kxk-as nemszingularis blokk A-ban, melynek par(A;) eldjelét a
kovetkez6 modon értelmezzik. Jeloljék i, i,,..., i, illetve j, J,,..., j, az A matrix azon

sorainak illetve oszlopainak indexeit, amelyek az A,; blokkot meghatarozzak. Legyen
par(All) — (_1)i1+i2+...+ik+j1+j2+...+jk )
Az (SF) formulat Schur-formula néven hivatkozzak a matrixalgebraban.

Mivel  par(a; det(a; )=(-1)"’a;, ezért a Schur-formula megalapozza a

determindnsszamitds elemi bazistranszformaciora épiild iterativ modszerét. Kar, hogy Kreko
Béla munkaibol nem tudhatjuk meg, hogy honnan vette a determindnsszamitasnak ezt a ,,nem
szokvanyos” modszerét.

Az elemi bazistranszformacio tovabbi alkalmazasai Kreko Béla munkaiban

A-ortogonalis bazis eloallitasa



(Matrixszamitas, 210-217 oldalak)

Tétel. Legyen A n-ed rendii szimmetrikus matrix. Ekkor megadhat6 olyan F matrix, mellyel
FTAF diagonal matrix. Ekkor az F matrix oszlopai A-ortogonalisak (A konjugaltak).

Megjegyzés: Ha az f(x) = x' AX+b"x+y kvadratikus fiiggvénynek keressiik a szélséértékeit,

akkor az A-ortogonalis keresési iranyokra épiil6 modszerek (konjugalt gradiens
modszerek) elég magasan jegyzett modszerek. (Hestenes-Stiefel, Fletcher-Reeves,
Davidon-Fletcher-Powell, stb.)

Bazisok ortogonalizalasa

(Kreko: Matrixszamitas 220. old.)

Tétel. Legyen A teljes oszloprangi mxn-es matrix. Ekkor megadhaté olyan F n-ed rendii
matrik, hogy a B = AF matrix ortogondlis, abban az értelemben, hogy oszlopvektorai
paronként merdlegesek és normaltak.

Pozitiv definit szimmetrikus matrixok Cholesky-felbontasa

(Matrixszamitas, 210-217. oldalak)

Tétel. Legyen A n-ed rendii pozitiv definit matrix. Ekkor A el8allithato A = LL" alakban,

ahol L als6 haromszogmatrix

Triangularis faktorizacio

(Lineéris algebra 303.0ld)

Tétel. Legyen A n-ed rendii kvadratikus matrix. Ekkor A eléallithaté az A = LDU alakban,
ahol D diagonal matrix, L és U pedig olyan alsé-, illetve felsé haromszog matrixok, melyek
minden diagonalis eleme 1.



Ez a megemlékezés csak Kreko Béla szakmai ¢€letrajzanak egy részérdl (noha szerintiink a
legfontosabbrol) szolt. Koszonet jar neki kollégaitol, tanitvanyaitol és az egész kozgazdasz
kozosségtol az egész életmiiért és azért a lehetdségért, hogy oly sokan ismerhettiik,
tanulhattunk téle, és élvezhettiik egy kivalo, nagymiiveltségii, sokoldali ember baratsagat.
Példaképként tiszteljiik és allitjuk 6t az ifjusag elé.
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Béla Krekod’s role in the modernization of economics education
In memory of Béla Kreko (1915-2015)

THE ROLE OF BELA KREKO IN THE REFORM OF ECONOCS AND BUSINESS
EDUCATION

IN MEMORIAM BELA KREKO (1915-1994)

Mathematics in the curriculum of business and economics education at the Karl Marx
University of Economics had been confined to some college algebra and combinatorics before
Béla Kreké launched his campaign to introduce basic operations research as part of a
modernization process. He was also the founding father of a new specialization, a group of
students majoring in mathematics and operations research. He fiercely fought with wit and
determination to overcome the resistence of an old guard of professors opposing the plan.
Béla Krek6é emerged from this battle with flying colors. As a result, in the early sixties
operations research became an integral part of economics education and it has been there ever
since. He did a tremendeous job in writing books catering to the special needs of economists
and business people. These books were on par of those used at leading universities in the
western world. The books were written in the unmistakable style of a witty, insightful author.
The exposition was centered around the pivoting thechnique (Gauss-Seidel elimination)
making proofs constructive, ready to be converted to algorithms. A sample of problems is
given where by the pivoting approach standard problems in linear algebra are solved. The
exposition is based on parts taken from Krekd’s books.



